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Означення та позначення

Нехай N, C – множини натуральних i комплексних чисел, вiдповiдно, C= C
⋃{∞}

– розширена комплексна площина або сфера Рiмана, R+ = (0,∞).
r(B,a) – внутрiшнiй радiус областi B ⊂ C, вiдносно точки a ∈ B. Внутрiшнiй
радiус областi B пов’язаний з узагальненою функцiєю Грiна gB(z,a) областi B
спiввiдношеннями

gB(z,a) =− ln |z −a|+ ln r(B,a)+o(1), z → a,

gB(z,∞) = ln |z|+ ln r(B,a)+o(1), z → ∞.
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Означення та позначення

Нехай n ∈ N, n ≥ 2. Система точок An :=
{

ak ∈ C : k = 1,n
}

, називається

n-променевою, якщо |ak | ∈ R
+ при k = 1,n,

0 = arga1 < arga2 < .. . < argan < 2π.

Позначимо при цьому an+1 := a1, αk := 1
π arg ak+1

ak
, αn+1 := α1, k = 1,n.

Системою неперетинних областей

називається скiнченний набiр довiльних областей {Bk}n
k=1, n ∈ N, n > 2 таких, що

Bk ⊂ C, Bk ∩Bm = /0, k 6= m, k ,m = 1,n.
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Проблема В.М. Дубiнiна

Розглянемо екстремальну задачу змiшаного типу, тобто задачу, в якiй частина
полюсiв фiксована, а частина має певний ступiнь "вiльностi". Наведемо цю
задачу, яку було сформульовано в 1994 роцi в роботi1 , стр. 68, 9.2 у списку
нерозв’язаних проблем, а потiм повторено в 2014 роцi в монографiї 2.

1Дубинин В.Н. Метод симметризации в геометрической теории функций комплексного
переменного // Успехи мат. наук. – 1994. – 49, № 1(295). – С. 3 – 76.

2Dubinin V.N. Condenser capacities and symmetrization in geometric function theory.
Birkhäuser/Springer, Basel. 2014, 344 p.
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Проблема В.М. Дубiнiна

Задача 1. Довести, що максимум функцiонала

In(γ) = r γ (B0,0)
n

∏
k=1

r (Bk ,ak ) ,

де B0, B1, B2,...,Bn , (n ≥ 2) – попарно неперетинi областi в C, a0 = 0, |ak |= 1,
k = 1,n, r(Bj ,aj) – внутрiшнiй радiус областi Bj в точцi aj (aj ∈ Bj ), j = 0,n i γ ≤ n
досягається для деякої конфiгурацiї областей, якi мають n-кратну симетрiю.
Див. Рис.

Задача 1 має розв’язок тiльки при γ 6 n.
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Проблема В.М. Дубiнiна

М.О. Лаврентьєв [20] в 1934 роцi розв’язав задачу про добуток конформних
радiусiв двох взаємно неперетинних однозв’язних областей. Має мiсце наступний
результат.
Теорема. Нехай a1 i a2 – деякi фiксованi точки комплексної площини C, Bk ,
ak ∈ Bk , k = 1,2 — довiльнi взаємно неперетиннi областi на C, i функцiї fk (z) ,
k = 1,2 регулярно вiдображають одиничний круг {z : |z|< 1} на областi Bk ,
k = 1,2 так, що fk (0) = ak , k = 1,2. Тодi справедлива нерiвнiсть

∣

∣f ′1 (0)
∣

∣ ·
∣

∣f ′2 (0)
∣

∣≤ |a1 −a2|2 .

Причому для областей Bk , k = 1,2, знак рiвностi в нерiвностi досягається тодi i

тiльки тодi, коли областi B1, B2 обмеженi прямою
∣

∣

∣

z−a1
z−a2

∣

∣

∣
= 1.
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Проблема В.М. Дубiнiна

Виникало запитання: чи можна узагальнити даний результат на деякий ширший
клас областей. Подальшi дослiдження показали, що вiдповiдь на дане запитання
позитивна.
Далi дуже багато авторiв займалися цiєю тематикою: Н.А. Лебедев, В.К.
Хейман, Г.М. Голузiн, П.М. Тамразов, П.П. Куфарев, А.Е. Фалес, Н.I. Колбiна,
Дж. Дженкiнс, Ю.Є. Аленiцин, I.А. Александров, В.А. Андрєєв, Г.П. Бахтiна,
О.К. Бахтiн, В.М. Дубинiн, Н.I. Колбiна, З. Нехарi, I.П. Мiтюк, Г.В. Кузьмiна, С.
I. Федоров, Є. Г. Емельянов, Л.В. Ковальов, М. Шиффер, П. Л. Дюрен та iншi.
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Проблема В.М. Дубiнiна

В 1975 роцi М.О. Лєбєдєв [24, с. 32–33] розглядав бiльш загальну екстремальну
задачу про добуток конформних радiусiв:
Задача 2. На площинi w дано n рiзних фiксованих точок ak , k = 1,n, n > 3.
Функцiї w = fk (z), k = 1,n, регулярнi в крузi |z|< 1 однолисто вiдображають
круг |z|< 1 на неперетиннi областi Bk , якi мiстять вiдповiднi точки ak , k = 1,n, i
причому так, що fk (0) = ak , k = 1,n. Що можна сказати про максимум добутку

n

∏
k=1

|f ′k(0)|γk −→ max, γk > 0, n > 3

вiдносно всеможливих функцiй fk (z), k = 1,n?

Однак, ця задача в загальному випадку не розв’язана до цих пiр, вдалося
отримати її розв’язок тiльки в часткових випадках. Ця задача є безпосереднiм
узагальненням попереднiх результатiв М.О. Лаврентьєва, Г.М. Голузiна,
З. Нехарi, Дж. Дженкiнса.
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Проблема В.М. Дубiнiна

До середини 70-х р.р. у бiльшостi роботах точка z = 0 при вiдображеннi
функцiями переходила в деякi рiзнi, але фiксованi точки ak , k = 1,n,
комплексної площини.
В 1968 роцi П.М. Тамразов 3 висунув iдею, яка полягала у тому, що точкам ak ,
k = 1,n, можна надавати деяку "свободу". В цiй роботi П.М. Тамразов вперше
розглянув та повнiстю розв’язав одну дуже важливу екстремальну задачу
геометричної теорiї функцiй комплексної змiнної з п’ятьма простими полюсами.
В 1975 роцi у вiдповiдностi з цiєю iдеєю Г.П. Бахтiна [29] у своїй дисертацiї
вперше поставила та розв’язала ряд екстремальних задач на класi взаємно
неперетинних областей з так званими "вiльними" полюсами.

3Тамразов П.М. Экстремальные конформные отображения и полюсы квадратичных
дифференциалов // Изв. АН СССР. Серия мат. – 1968. – 32, № 5. – С. 1033 – 1043.
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Проблема В.М. Дубiнiна

В 1975 роцi в роботах Г.П. Бахтiної 4,5 можна вже побачити першi спроби
розгляду задач близьких до постановки вище вказаної проблеми В.М. Дубiнiна.
В 1981 роцi в роботi 6 Г.П. Бахтiної була сформульована екстремальна задача,
яка у випадку однозв’язних областей та деяких додаткових обмежень спiвпадає
з вище сформульованою проблемою В.М. Дубiнiна [26]. Природньо, що в 1974
роцi ще не були готовi методи для успiшного просування задач подiбного типу. В
роботах Г.П. Бахтiної вдалося розв’язати цю проблему тiльки при початкових
значеннях параметра n, а саме n = 1,2.

4Бахтина Г.П. Вариационные методы и квадратичные дифференциалы в задачах о
неналегающих областях. Автореф. дис. . . . канд. физ.-мат. наук. – Киев, 1975. – 11 с.

5Бахтина Г.П. Об экстремизации некоторых функционалов в задаче о неналегающих
областях // Укр. мат. журн. – 1975. – 27, № 2. – С. 202 – 204.

6Бахтина Г.П. Экстремумы коэффициентов однолистных функций без общих значений //
Геометрическая теория функций и топология : Сб.науч. трудов. – Киев: Ин-т математики АН
УССР, 1981. – С. 9 – 15.
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Проблема В.М. Дубiнiна

В.М. Дубiнiн в роботi [25] розв’язав Задачу 1 при γ = 1 для n > 2.
Л.В. Ковальов 7 в 1996 роцi отримав розв’язок Задачi 1 при певних обмеженнях
на геометрiю розташування систем точок на одиничному колi, а саме для таких
систем точок для яких виконується наступна нерiвнiсть

0 < αk 6 2/
√

γ , k = 1,n, n > 5.

Слiд вiдмiтити, що результат роботи Ковальова [34] цiкавий як сам по собi, так i
методом дослiдження. Дiйсно, як виявляється iз його методу можна дати оцiнки
при n = 2,3,4, якi не розглянутi в теоремi Л.В. Ковальова. Бiльше того, з методу
роботи [34] випливає, що результат теореми 4 [25] про оцiнку функцiонала (5)
має мiсце при всiх γ ∈ [0,1].
В 2003 роцi Г.В. Кузьмiна [35] також пiдтвердила результат теореми 4 [25] для
однозв’язних областей iншим методом.

7Ковалев Л.В. К задаче об экстремальном разбиении со свободными полюсами на
окружности. // Дальневосточный матем. сборник. – 1996. – 2. – С. 96 – 98.
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Проблема В.М. Дубiнiна

Далi в 2008 роцi О.К. Бахтiн8 запропонував метод "керуючих" функцiоналiв,
який дав змогу послабити вимоги на геометрiю розташування систем точок.
Завдяки цьому вдалося узагальнити постановку задачi В.М. Дубiнiна. В
монографiї О.К. Бахтiна було доповнено iдеї i методи роботи9 i таким чином
доведено гiпотезу Дубiнiна для довiльного γ ∈ R+, але починаючи з деякого
заздалегiдь невiдомого номеру n0(γ).

8Бахтин А.К., Бахтина Г.П., Зелинский Ю.Б. Тополого-алгебраические структуры и
геометрические методы в комплексном анализе. // Працi iн-ту мат-ки НАН Укр. – 2008. – 308
с.

9Дубинин В.Н. Метод симметризации в геометрической теории функций комплексного
переменного// Успехи мат. наук. – 1994. – 49, № 1(295). – С. 3 – 76.
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Проблема В.М. Дубiнiна

Лема 1.

Нехай B0, B1, B2,...,Bn , (n ≥ 2) - попарно неперетинi областi в C, a0 = 0, |ak |= 1,
k = 1,n, (aj ∈ Bj ), j = 0,n i q > 0, q ∈ R, r(Bj ,aj) - внутрiшнiй радiус областi Bj в

точцi aj (aj ∈ Bj) i γ < n. Тодi при умовi, що r(B0,a0)≥ q
1

γ−n виконується нерiвнiсть

r γ (B0,a0) ·
n

∏
k=1

r(Bk ,ak)≤ q.

Теорема 1.

Нехай n ∈ N, 2 ≤ n ≤ 4, γ2 = 1,4, γ3 = 1,7, γ4 = 2,09. Тодi при 0 < γ ≤ γn
виконується нерiвнiсть

r γ (B0,a0)
n

∏
k=1

r(Bk ,ak )≤ r γ (D0,a
0
0)

n

∏
k=1

r(Dk ,a
0
k) , (1)

де B0, B1, B2, . . . ,Bn — попарно неперетиннi областi в C, aj ∈ Bj при j = 0,n,

a0 = 0, |ak |= 1 при k = 1,n, причому знак рiвностi досягається, зокрема, за умов
ak = a0

k , Bk = Dk при k = 0,n, де a0
k i Dk — вiдповiдно полюси i круговi областi

квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 =− (n2 − γ)wn + γ
w2(wn −1)2 dw2. (2)
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Проблема В.М. Дубiнiна

Структура траєкторiй квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 =− (n2 − γ)wn + γ
w2(wn −1)2 dw2

схематично показана на Рисунках.

Рис.: n = 3 i γ > 1
Рис.: n = 4 i γ > 1
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Проблема В.М. Дубiнiна

В статтi10 отримано частковий розв’язок задачi 1 для n ≥ 5 i 0 ≤ γ ≤ 4
√

n.

Теорема 2. [5]

Для довiльного натурального n ≥ 5 i 0 < γ ≤ 4
√

n виконується нерiвнiсть

r γ (B0,a0) ·
n

∏
k=1

r(Bk ,ak )≤ r γ (D0,a
0
0) ·

n

∏
k=1

r(Dk ,a
0
k),

де B0, B1, B2,...,Bn – попарно неперетинi областi в C, a0 = 0, |ak |= 1, a1 = 1,
k = 1,n, r(Bj ,aj) – внутрiшнiй радiус областi Bj в точцi aj (aj ∈ Bj ), j = 0,n,

причому знак рiвностi досягається, зокрема, за умов ak = a0
k , Bk = Dk , k = 0,n, де

a0
k , Dk , – вiдповiдно полюси i круговi областi квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 =− (n2 − γ)wn + γ
w2(wn −1)2 dw2. (3)

10Заболотний Я.В. Застосування роздiляючого перетворення в однiй задачi про неперетиннi
областi// Доп. Нац. Акад. наук України. – 2011. – № 9. – С. 13 – 17.
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Проблема В.М. Дубiнiна

В роботi 11, виконавши технiчнi покращення методу дослiдження теореми 1,
вдалося отримати розв’язок задачi 1 для n ≥ 5 i 0 < γ ≤ 3

√
n.

Теорема 3. [6]

Нехай n ∈ N, n > 5, γ ∈ (0, γn], γn = 3
√

n. Тодi для будь-якої n-променевої системи
точок An = {ak}n

k=1 такої, що |ak |= 1, i будь-якого набору взаємно неперетинних

областей Bk , ak ∈ Bk ⊂ C, a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C (k = 1,n), справедлива нерiвнiсть

r γ (B0,0)
n

∏
k=1

r (Bk ,ak )6

(

4
n

)n
(

4γ
n2

)
γ
n

(

1− γ
n2

)n+ γ
n

(

1−
√γ
n

1+
√γ
n

)2
√γ

.

Знак рiвностi в якiй досягається тодi, коли точки ak i областi Bk , k = 0,n, є,
вiдповiдно, полюсами i круговими областями квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 =− (n2 − γ)wn + γ
w2(wn −1)2 dw2.

11Денега И.В. Квадратичные дифференциалы и разделяющее преобразование в
экстремальных задачах о неналегающих областях // Доп. НАН України. – 2012. – №4. –
С. 15 — 19.
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Проблема В.М. Дубiнiна

В 2013 роцi в роботi12 було отримано розв’язок Задачi 1 для n ≥ 5 i 0 < γ ≤ n0,38.

Теорема 4. [13]

Нехай n ∈ N, n > 5, γ ∈ (0, γn], γn = n0,38. Тодi для будь-якої n-променевої системи
точок An = {ak}n

k=1 такої, що |ak |= 1, i будь-якого набору взаємно неперетинних

областей Bk , ak ∈ Bk ⊂ C, a0 = 0 ∈ B0, (k = 1,n), справедлива нерiвнiсть

r γ (B0,0)
n

∏
k=1

r (Bk ,ak )6 r γ (D0,0)
n

∏
k=1

r (Dk ,dk ) ,

де Dk , dk , k = 0,n, d0 = 0, — круговi областi та полюси квадратичного
диференцiала

Q(w)dw2 =− (n2 − γ)wn + γ
w2(wn −1)2 dw2.

12Бахтин А.К., Денега И.В. Об одной проблеме В.Н. Дубинина. Комплексний аналiз, теорiя
потенцiалу i застосування // Зб. праць Iн-ту матем. НАН України. – 2013. – Т.10, № 4-5. – C.
401 – 411.
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Проблема В.М. Дубiнiна

Теорема 5. a

aY. Zabolotnii, I. Dvorak. Some evaluation of maximum of the product of conformal radii for
pairwise non-overlapping domains // Lobachevskii Journal of Mathematics, 38 (3), 554–559, 2017.

Для довiльного натурального n ≥ 128 i 0 < γ ≤
√

n виконується нерiвнiсть

r γ (B0,a0) ·
n

∏
k=1

r(Bk ,ak)≤ r γ (D0,a
0
0) ·

n

∏
k=1

r(Dk ,a
0
k)

де B0, B1, B2,...,Bn , (n ≥ 2) - попарно неперетинi областi в C, a0 = 0, |ak |= 1,
a1 = 1, k = 1,n, r(Bj ,aj ) - внутрiшнiй радiус областi Bj в точцi aj (aj ∈ Bj ), j = 0,n,

причому знак рiвностi досягається, зокрема, за умов ak = a0
k , Bk = Dk , k = 0,n, де

a0
k , Dk , – вiдповiдно полюси i круговi областi квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 =− (n2 − γ)wn + γ
w2(wn −1)2 dw2.
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Проблема В.М. Дубiнiна

I0
n(γ) = r γ (D0,0)

n

∏
k=1

r (Dk ,dk ) , Qn(γ) =

[

2 ·2n−1 · 2√γ

(

2− 2√γ

)n−1
(n−1)−(n−1)

]1− γ
n

(

4
n

)n
·

(

4γ
n2

)

γ
n

(

1− γ
n2

)n+ γ
n
·
(

1−
√γ
n

1+
√γ
n

)2
√γ

.

Теорема 6. a

aI.V. Denega, Ya.V. Zabolotnii, Estimates of products of inner radii of non-overlapping
domains in the complex plane // Complex Variables and Elliptic Equations, Feb. 2017

Нехай n ≥ 6 – фiксоване натуральне число i γ > 1 - дiйсне число. Тодi для
довiльної конфiгурацiї областей Bk i точок ak (k = 0,n), якi задовольняють всi
умови задачi 1, а також при умовi α0 > 2√γ , правильна нерiвнiсть

r γ (B0,a0)
n
∏

k=1
r(Bk ,ak)

I0
n(γ)

≤ Qn(γ). (4)

Якщо, до того ж, γ0
n – корiнь рiвняння Qn(γ) = 1, то для довiльного γn такого, що

1 ≤ γn < γ0
n буде виконуватися нерiвнiсть

In(γn)

I0
n (γn)

< 1.
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Проблема В.М. Дубiнiна

Теорема 7.

Для довiльного 1
3 < α < 2

3 iснує натуральне n0 таке, що для всiх n ≥ n0 i
0 < γ ≤ nα виконується нерiвнiсть

r γ (B0,a0)
n
∏

k=1
r(Bk ,ak)≤ r γ (D0,a0

0)
n
∏

k=1
r(Dk ,a0

k )

де B0, B1, B2, . . . ,Bn – попарно неперетиннi областi в C, aj ∈ Bj при j = 0,n, a0 = 0,

|ak |= 1 при k = 1,n, причому знак рiвностi досягається, зокрема за умов ak = a0
k ,

Bk = Dk при k = 0,n, де a0
k i Dk — вiдповiдно полюси i круговi областi

квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 =− (n2−γ)wn+γ
w2(wn−1)2 dw2.

Крiм того, можна покласти n0 =
[

e
1

( 2
3 −α)2

]

+1 .
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Проблема В.М. Дубiнiна

В 2012 роцi в 13 був отриманий умовний результат.

Теорема 8. [9]

Нехай n = 2,3,4, γ2 = 1,6, γ3 = 2,8, γ4 = 4, 0 < γ 6 γ2. Тодi для довiльної
n-променевої системи точок A2 = {ak}n

k=1, |ak |= 1, такої, що 0 < αk 6 2/
√γ,

k = 1,n i для будь-якого набору взаємно неперетинних областей Bk , ak ∈ Bk ⊂C,
k = 1,n, a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C, справедлива нерiвнiсть

r γ (B0,a0) ·
n
∏

k=1
r(Bk ,ak )≤ r γ (D0,a0

0) ·
n
∏

k=1
r(Dk ,a

0
k),

Знак рiвностi в цiй нерiвностi досягається, коли ak i Bk , k = 0,n, є, вiдповiдно,
полюсами та круговими областями квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 =− (n2 − γ)w2 + γ
w2(wn −1)2 dw2.

13Bakhtin A. and Denega I. Addendum to a theorem on extremal decomposition of the complex
plane // Bulletin de la societe des sciences et des lettres de Lodz, Recherches sur les deformations.
– 2012. — V. LXII, no. 2. -– P.83 — 92.
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Проблема В.М. Дубiнiна

Теорема 9. a

aAleksandr K. Bakhtin, Liudmyla V. Vygivska, Iryna V. Denega. Inequalities for the internal
radii of non-overlapping domains // Journal of Mathematical Sciences, Vol. 220, No. 5, February,
2017, P. 584–590.

Пусть n ∈ N, n > 4, γ ∈ (0, γn], γ4 = 4,17, γ5 = 5,71, γ6 = 7,5, γ7 = 9,53, γ8 = 11,81, а
γn = 0,12n2 при n > 9. Тогда для любых различных точек единичной
окружности |ak |= 1 таких, что 0 < αk 6 2/

√γ, k = 1,n и любого набора взаимно

непересекающихся областей Bk , ak ∈ Bk ⊂C, k = 1,n, a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C,
справедливо неравенство

r γ (B0,0)
n

∏
k=1

r (Bk ,ak )6

(

4
n

)n
(

4γ
n2

)
γ
n

(

1− γ
n2

)n+ γ
n

(

1−
√γ
n

1+
√γ
n

)2
√γ

. (5)

Знак равенства в этом неравенстве достигается, когда ak и Bk , k = 0,n,
являются, соответственно, полюсами и круговыми областями квадратичного
дифференциала

Q(w)dw2 =− (n2 − γ)wn + γ
w2(wn −1)2 dw2.
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Проблема В.М. Дубiнiна

Введемо функцiю

Pδ (x) = 2x2+6 ·xx2+2−2δ · (2−x)−
1
2 (2−x)2

(2+x)−
1
2 (2+x)2

, x ∈ (0,2], 0 6 δ 6 1.

Рис.: Графiк функцiї Pδ (x) при
δ = 0

Рис.: Графiк функцiї Pδ (x) при

δ = 0,6
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Проблема В.М. Дубiнiна

Теорема 10. a

aБахтин А.К., Бахтина Г.П., Денега И.В. Разделяющее преобразование в задачах об
экстремальном разбиении комплексной плоскости // Аналiз та застосування / Зб. праць Iн-ту
матем. НАН України. – 2015. – Т.12, №3. – C. 17 – 23.

Нехай n ∈ N, n > 4, γ ∈ (0,1 ], 0 6 δ 6 0,7. Тодi для будь-якої системи рiзних точок
одиничного кола An = {ak}n

k=1 i будь-якого набору взаємно неперетинних

областей Bk , ak ∈ Bk ⊂ C, k = 0,n, a0 = 0, справедлива нерiвнiсть

r γ (B0,0)
n

∏
k=1

r (Bk ,ak )6 γ−
δ ·n
2 ·
(

n

∏
k=1

αk

)δ

·
[

Pδ

(

2
n
√

γ
)]

n
2

.

Знак рiвностi в якiй досягається при тих же умовах, що i в теоремi 9.

Рис. 25. Графiк функцiї Pδ (x) при δ = 0,7Ярослав Заболотний, Iрина Денега (IМ НАНУ)Задача про екстремальне розбиття комплексної площини (присвячується 80-рiччю01.03.2018 25 / 34



Проблема В.М. Дубiнiна

Теорема 11. a

aA.K. Bahtin, Ya.V. Zabolotnii. Estimates of a product of the inner radii of nonoverlapping
domains//Journal of Mathematical Sciences. – 2017. – Volume 221, no.5, – p. 623–629.

Пусть B0, B1, B2,...,Bn , (n ≥ 2) - попарно неналегающие области в C, a0 = 0,
|ak |= 1, a1 = 1, k = 1,n, причем r(B0,a0)≤ 1. Тогда для любого натурального n,
n ≥ 76 и произвольного вещественного γ такого, что 1 < γ ≤ n справедливо
неравенство

r γ (B0,a0)
n

∏
k=1

r(Bk ,ak )≤ I0
n(γ). (6)
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Проблема В.М. Дубiнiна

Теорема 12. a

aЯ.В. Заболотный, Л.В. Выговская. О произведении внутренних радиусов симметрических
многосвязных областей // Український математичний вiсник, Том.14 (2017), №. 3, с. 441–452.

Пусть n ∈ N, n ≥ 2, γ ∈ (0, 1). Тогда для произвольного набора точек ak , таких,
что a0 = 0, |ak |= 1, a1 = 1, k = 1,n, и любого набора взаимно непересекающихся
областей Bk , a0 = 0 ∈ B0 ⊂C, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 1,n, причем области Bk , k = 1,n,
обладают симметрией относительно единичной окружности |w |= 1, справедливо
неравенство

r γ (B0,0)
n

∏
k=1

r (Bk ,ak )≤
(

4
n

)n

·

(

2γ
n2

)
γ
n

(

1− 2γ
n2

) n
2 +

γ
n

·





1− 2
√ γ

2
n

1+
2
√ γ

2
n





2
√ γ

2

. (7)

Знак равенства в этом неравенстве достигается, когда ak и Bk , k = 0,n,
являются, соответственно, полюсами и круговыми областями квадратичного
дифференциала

Q(w)dw2 =− γw2n +2(n2 − γ)wn + γ
w2(wn −1)2 dw2. (8)
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